Toto dilko bylo ptvodné tvoreno pouze jako prehled matiky k maturité, takze jeho forma od-
povida rozsahu mého uciva a mym pozadavkium. Docela se mi osvédc¢ilo uz béhem roku, a bylo mi
navrzeno, abych ho dala k dispozici na internet. Tak tu tedy je a doufam, Ze aspon nékomu po-
miuze.A pokud to bude jen trosku mozné, omluvte pfipadné nedostatky (formalni chyby, Spatné defi-
nice, Gprava,...), které se zde zajisté vyskytnou. Pokud by to nékomu nedalo spét , dejte mi védét na
adresu jitka.kuhnova@email.cz a ja se vynasnazim s tim néco provést:o) (samoziejmé mi muzete dat
védét, 1 kdyby jste s tim byli spokojeni;o)) Pfeji VAm mnoho tGspéchii v matice.



Kapitola 1

Zakladni poznatky z matematiky

1.1 Zakladni vztahy

Definice je vymezeni matematického pojmu pomoci pojmu zakladnich nebo pojmu definovanych diive.

Matematicka véta je tvrzeni, jehoz pravdivost mé byt dokdzana. Pii jejim dtkazu se vychéazi z vét
dokazanych jiz dfive, popf. z axiémi, coz jsou tvrzeni, ktera se prijimaji za pravdiva bez dikazt.

1.1.1 Ciselné obory

N - naturdlni - pfirozena {1; 2; 3; ...} - zdklad elementrani matematiky
Z - cela {-005-3;-2;-1;0;1;2; 3; ... }

Q - racionalni napft. %; -5,25; 0; 3,6; —2%; 5; 1,1633

R - readlné napf¥. v/2; -5; 0,4; 7; sin 60°

NCZCQCR

Dale mtzeme stavajici mnoziny rozsifovat ¢i omezovat, napf. Ny znac¢i mnozinu pfirozenych cisel
rozsifenych o nulu; RT™ mnoZinu redlnych kladnych éisel nebo R(J{ mnozinu nezapornych realnych.

1.1.2 Obor prirozenych ¢isel

Véty o uzavrienosti:
Souctem i soucinem piirozenych ¢isel dostaneme opét prirozené cislo.
a+beN a-beN (U)

Véty o komutativnosti:
a+b=b+a
a-b=b-a (K)

Véty o asociativnosti:
a+(b+c)=(a+b)+c¢
a-(b-c)=(a-b)-c (A)

Véta o distributivnosti:

a-(b+c)=a-b+a-c (D)
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a-1=a (N)

Podobné vlastnosti méa i obor celych, racionalnich a redlnych ¢isel. Navic jesté plati u vét o neutralnosti:
a+0=a

1.1.3 Zakladni vlastnosti racionalnich d&isel

Plati véty (A), (K), (D), (N) a u (U) navic % €Q; b#£0.

zlomek v zakladnim tvaru -

ESYES]

p; q - nesoudélna

KdyZ chceme porovnat racionalni ¢isla vyjadrena zlomky, musime je nejprve prevést na spoleéného
jmenovatele a poté porovname citatele.

Racionalni ¢isla mizeme zapisovat ve tvaru:
e zlomku

S - . . . a
e desetinného &isla (tj. ¢islo s koneénym desetinnym rozvojem ve tvaru W)

e nekoneéného periodického desetinného rozvoje s vyznacenou periodou ryze periodické — 0, 32;
neryze periodické s predperiodou — 3,5128

1.1.4 MnozZiny

MnoZina je souhrn prvki. Urcujeme ji vyctem vsech jejich prvkt nebo charakteristickymi vlastnostmi
A={zezf; x<T7}={0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; T}

Def.: Necht A; B jsou mnoziny. Rekneme, 7e A je podmnozinou B pravé tehdy, kdyz plati, ze kazdy
prvek mnoziny A je zaroven prvkem B. Znacime A C B.
Pozn.: Podmnozina = Inkluze
Ma-li mnozina n-prvki, pak pocet jejich podmnozin je dan cislem 2.

Def.: Mnoziny A, B se rovnaji pravé tehdy, kdyz plati AC B A B C A.

Symbolem U oznacujeme obvykle zdkladni mnozinu, symbolem () oznac¢ujeme prazdnou mnozinu.

Operace s mnoZinami
Def.: Nechf A, B jsou mnoziny. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu téch prvki, které patii
alespon do jedné z téchto dvou mnozin.

AUB={zrecU; z €A VvV z€B}

Def.: Necht A, B jsou mnoziny. Pranikem mnozin A a B nazveme mnozinu téch prvki, které patii
soucasné do obou mnozin.
ANB={zeU; z€A N z€B}

Def.: Pokud A N B = (), pak fekneme, Zze mnoziny A a B jsou disjunktni.
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Def.: Necht A C B. Doplitkem mnoziny A, vzhledem k mnoziné B (Ag) je mnozina vSech téch prvka
B, které nepatii do A.
g={zeVU;zeB A z¢A}

Def.: Necht A, B jsou mnoziny. Rozdilem A a B nazveme mnoZinu vSech téch prvki, které patii do
mnoziny A a nepatii do mnoziny B.

A-B={zecA A z¢B}

Pro kazdé dvé mnoziny plati:

(ANB) =AUB

(AUBY = A'N B’ } De Morganova pravidla

Vennovy diagramy

4 1. ANB

2. ANB

3. A'NB

A B 4. A'NB
A A 5 1. AnBNC 5 AnBnNC
2. AnBncC 6. ANBNC
Av& B 3. AnNBNC 7. AnBNC
c 4 ANBNC 8 ANBANC

Prinik a sjednoceni:

e komutativhost - AUB=BUA
ANB=BnNA

e asociativnost - (AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC
(ANB)NC=AnBNC)=AnNBNC

e neutralita- AU =0UA=A
ANU=UNA=A

e distributivnost - AN (BUC) = (ANB)U(ANC)

1.1.5 Zaklady vyrokové logiky

Vyrok je sdéleni, u néhoz ma smysl otazka, zda je ¢i neni pravdivé.

Negaci vyroku A rozumime vyrok: ”Neni pravda, ze plati A”.
Znacime ji ~A (nebo A’; A).

JEDNODUCHE VYROKY:

vyrok negace
aspon a nejvyse a — 1
nejvys a aspoil a + 1
pravé a | nejvyse a — 1 nebo aspon a + 1
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Kvantifikatory

1. obecny (velky) kvantifikator - symbolem obecnosti; znac¢ime V

(Vz € R;... — pro vSechna redlnd ¢isla plati .. .)

2. Existen&ni (maly) kvantifikdtor - zna¢ime 3

(3x € R;... — existuje alespon jedno z, pro které plati . ..)

Jestlize je vyrok pravdivy, prifazujeme mu vyrokovy znak 1; jestlize je nepravdivy, prifazujeme mu
znak 0.

Napi.: Vo € Rjz? > x 0
Vo€ Z;x? > x 1

Slozené vyroky

A|N|B
1. Konjunkce . ..spojka ”a” (ve smyslu a zdroveri) — AA B 1111
- konjunkce vyroku je pravdiva jen v piipadé, Ze jsou prav- 1700
divé oba vyroky 0101
0/0]0
AlV|B
2. Disjunkce ...spojka ”"nebo” — AV B 1|11
- disjunkce vyroku je pravdiva, je-li pravdivy aspoini jeden z 1111]0
vyroku 011
010]0
A B
3. Implikace ...spojka ”jestlize, pak” — A= B =
. , . . o s 1111
- implikace vyroku je pravdiva, jen tehdy, je-li pravdivy vy-
. Lo . 1/0|0
rok A i B nebo je-li vyrok A nepravdivy. ol 111
Implikace je nekomutativni
0] 110
A B
4. Ekvivalence ...spojka "tehdy a jen tehdy; pravé tehdy, s
y 1111
kdyz ...” — A& B
. , . s T 117010
- ekvivalence vyroku je pravdiva, jenom v pripadé, Ze oba ol o1
vyroky maji stejnou hodnotu pravdivosti ol 110
Negovani sloZzenych vyrokua
“(AANB) & —AV-B .
(AVB) & ~AA-B De Morganova pravidla
- (A AN B|e|- AV - B - (4 Vv B|le|- A AN - B
0o 1 1 1 110 1 0 0 1 0O 1 1 1 110 1 0 0 1
1 1 0 o |10 1 1 1 o 0 1 1 o110 1 0 1 o
1 o 0 1|11 o 1 0 1 0O o 1 1|11 o 0 0 1
1 o 0 o111 o 1 1 o 1 o 0 o |11 o 1 1 o
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Negace implikace: =(A = B) < AAN-B

Implikace a véta obracend - A = B a B = A - nemaji stejnou pravdivostni hodnotu. Stejnou prav-
divostni hodnotu implikace A = B ma4 jeji OBMENA —B = —A. Na dikazu této obmény je zalozen
nepfimy dikaz.

Dukaz sporem - Vétu dokadzeme sporem, odvodime-li z jeji negace néjaky nepravdivy vysledek. Chceme
dolazat, ze pravdivostni hodnota vyroku =(A = B) < A A -B je 0.

1.1.6 Elementarni teorie ¢isel

- tyka se pouze N resp. Ny
Def.: Ptirozené ¢islo p > 1 se nazyva prvoéislo, jestlize nema jiné piirozené délitele nez 1 a p.
Def.: Ptirozené ¢islo n > 1, které neni prvocislo, se nazyva slozené &islo.

Kazdé slozené cislo n je délitelné aspon jednim prvocislem p, pro které plati

p<+n.

Zjistime-li, Ze ¢islo n neni délitelné zadnym prvocislem p, pro které plati p < \/n, pak je n prvodcislo.
Kazdé ptirozené ¢islo n > 1 lze zapsat jedinym zpiisobem ve tvaru
_ 1 72 Tk
n—pl ‘p2 ‘...pk7
kde p1 < p2 < ... < pg jsou prvocisla a rq, ro,...,r jsou pfirozena cisla.

1.1.7 Vyrokové formy; rovnice

Vyrokové formy - zapis obsahujici proménou (ne vsak kvantifikitor). Po dosazeni za proménou se
z vyrokové formy stava vyrok.

Rovnice - vyrokova forma ve tvaru rovnosti  (rovnost = relace = vztah)

Vlastnosti rovnosti - Va €R; a=a - reflexivnost
Ya,beR; a=b=b=a - symetrie
Va,b,c ER; a=bAb=c=a=c - tranzitivita

Ekvivalentni tpravy - pfi¢itani nebo odecitani jakéhokoli ¢&isla nebo vyrazu, ktery je definovan v
oboru rovnice
Ki=Ky=...=K,

Dusledkové upravy - Gpravy, ponichZ se mnozina kofent rozsituje

K1CK2C"'CKn

Ekvivalentni ipravou nemusi byt nasobeni a déleni vyrazem nebo umocnéni obou stran.

1.1.8 Relace

Usporadana dvojice - dvojice, ve které zélezi na poradi
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Kartézsky soucin
Def.: Necht A a B jsou mnoziny. Kartézskym soucinem nazveme mnozinu vSech uspordadanych dvojic
[;y], pro které plati z € A; y € B

AxB={[zy]; z €A, y€B}

Pozn.: Kartézsky soucin neni komutativni operace.

Binarni relace
Def.: Binarni relace z mnoziny A do mnoziny B se nazyvéa kazdd podmnozina kartézského soucinu
A x B. Je-li A = B, pak mluvime o binarni relaci v mnoziné A.

Vlastnosti relaci:
Necht U je binarni relace v A. Relace U se nazyva

1. reflexivni prave, kdyz pro vSechny prvky plati, Zze prvek je v relaci se sebou samym
Ve e A; [x;z] €U

2. antireflexivni prave, kdyz plati

Ve eA; [z;2] €U

3. symetricka prave, kdyz plati
Vo,y € A; [ry]l €U = [y;2] €U

4. antisymetricka pravé, kdyz plati
Vo,y €As [myl eUNw #y = [y;2] €U

5. asymetricka prave, kdyz plati
Ve,y €A oyl €U = [y;2] €U

6. transitivni prave, kdyz plati
Ve,y,z € A; [zy] e UN[y;2] €U = [x;2] € U

Ekvivalence je binarni relace, kterd je reflexivni, symetrickd, a tranzitivni soucasné.



Kapitola 2

Funkce

2.1 Zakladni vztahy

Def.: Necht existuji libovolné mnoziny A, B. Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je predpis, ktery
kazdému prvku a € A jednozna¢né pritadi nejvyse jeden prvek b € B.

Def.: Necht existuji libovolné mnoziny A, B CR . Funkci se nazyva kazdé zobrazeni f mnoziny A do
mnoziny B . Mnozinu A nazyvame definiéni obor fce a zna¢ime ji D(f).

Zapis fce:
n €N mz,y RS f:flx)=y=x
Filoyl € B xBE y = o5
f:x — Yxr xR

Graf fce: Grafem fce f ve zvolené soustavé soufadnic Oxy v roviné se nazyva mnozina vSech boda M,
které budou mit souradnice M [z; f(x)], kde x €D(f). Dany graf fce mize byt dan nékolika zptsoby.

Yo = f(z)

y=a- f(bx+c)+d

a - "nafukuje” graf fce a krat

b - udava, kolikrat se ”smrskne” nebo ”natdhne”
¢ - posouva po ose z do bodu —%

d - posouva po ose ¥y

Obor hodnot fce: Je dana fce f; mnozina vSech y z moziny B ke kterym existuje alespon jedno x z
mnoziny A tak, ze [x;y] € f se nazyva obor hodnot fce f.

Suda fce: graf fce soumérny podle osy y
f se nazyva suda, pravé kdyz plati
1. Vo €D(f); —z €D(f)
2. Vo €D(f); f(z) = f(~=)
Licha fce: graf fce je stredové soumérny podle stredu souradnic
f se nazyva licha, praveé kdyz plati
1. Vx €D(f); —x €D(f)
2. Vo €D(f); f(—a) = —f(x)
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Rovnost fci: Fce f a g se rovnaji, pravé kdyz

2. Vz €D(f); f(x) = g(x)

Fce prosta: Necht x € D(f). Fce f se nazyva prostd, pravé kdyz pro kazdé dva prvky z1, zo plati

Ty F#Fx2 = f(x1) # f22)

Rostouci fce: Necht © € D(f). Fce f se nazyva rostouci, pravé kdyz pro kazdé dva prvky z1,zs plati

vy <wy = f(x1) < f(x2)

Klesajici fce: Necht = € D(f). Fce f se nazyva klesajici, pravé kdyz pro kazdé dva prvky x1, xo plati

vy <xy = f(x1) > f(x2)

Konstantni fce: Necht x € D(f). Fce f se nazyva konstantni, pravé kdyz pro kazdé dva prvky zj, zo
plati

r1#Fx2 = f(x1) = f(22)

Neklesajici fce: Necht x € D(f). Fce f se nazyvé neklesajici, pravé kdyz pro kazdé dva prvky z1,
plati
r1<x2 = f(z1) < f(22)

Nerostouci fce: Necht = € D(f). Fce f se nazyva nerostouci, pravé kdyz pro kazdé dva prvky z1, zo
plati
r1 < X9 = f(a:l) > f(xg)

Klesajici a rostouci jsou ryze monoténni fce, nerostouci a neklesajici jsou monoténni fce.

2.1.1 Racionalni fce

amT™ + ap12™ 4 agz + ag

n n—1 ..
b2 4 by 12" T bz 1 by pro bpz™ + b, _1x +-rbix+ by #0

Fce dana rci: y =

Linearni fce
Def.: Linearni fce je kazda fce na mnoziné R dana tvarem y = ax + b, kde a,b € R, a # 0 je lineadrni
¢len a udava sklon grafu, b je absolutni ¢len a posouva graf po ose y.

Grafem je piimka

f(z2) — f(z1)

Plati: a = tga =
T2 — 1
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Kvadraticka fce
Def.: Kvadraticka je kazd4 fce na mnoziné R dand tvarem y = az? + bz + ¢, kde a # 0; a, b, ¢ €R
Grafem je parabola

Pro priiseéiky grafu a1, z2 s osou z (tj. pro kofeny rovnice ve tvaru ax? +bx + ¢ = 0) plati tzv.
Vietovy vzorce

r1+To=—— Ty -To =
a a
Kazdou kvadratickou fci mfizeme napsat ve tvaru y = a(x — x,,)? + ¥y, kde V[zy;,] je vrchol
paraboly.
b b?

xv:—% yg:C—E

Linearni lomena fce

|
. o . _ar+b | 1Y
Def..Fcefurcenarmy-C:E+d,kdec;é0Aa d#b-c |
se nazyva linedrni lomend fce. |
- Grafem je hyperbola se stfedem v bodé S[-2;¢] a s \
asymptotami || se soufadnicovymi osami. } )
8 e T
d i T
-4
Zvlastnim pripadem lomené fce je nepfima améra }
Def.: Fce f uréena rciy = g; k €R —{0} se nazyva neprimd }
umera. \

2.1.2 Mocninna fce

1. neéN

(a) pro n sudé — fce sud, graf podobny parabole

(b) pro n liché — fce licha
2.neZ” = D(f)=R-{0}

(a) pro n liché — fce lichd, graf podobny grafu linedrné lomené fce

(b) pro n sudé — fce sudé

Inverzni fce
Def.: Necht fce f je prosta. Fce f~! se nazyva inverzni fce k fci f, kdyz plati

Ke kazdému nezapornému cislu existuje jednoznac¢né urcend jeho druha odmocnina.
Ke kazdému ptirozenému c¢islu n a ke kazdému nezapornému redlnému cislu a existuje praveé
jedno takové nezaporné redlné cislo b, ze plati b” = a.
Def.: Toto ¢islo b se nazyva n-t4 odmocnina z ¢isla a a zapisujeme Va = b.
Pozn.: Pro n licha bereme celou mnozinu R.
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Il
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Va,beRS‘ Vn €N
Va € R VbeRT VneN
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$
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Il
Sois

VaeR] Vs€Z VneN
VaeRg VYm,n € N

3
B
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3
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Va €Rf VnéeN
VaERg Ym,n,p €N

3
@3*
SIS
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)
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2.1.3 Exponencialni fce

Def.: Exponencialni fce o zakladu a je fce na mnoziné R vyjadiena ve tvaru
y=a”,

kde a je kladné realné ¢islo riizné od 1.

D(f)=R

H(f)=R*

a > 1 ...rostouci
0 <a<1... klesajici

2.1.4 Logaritmicka fce

Def.: Logaritmicka fce o zakladu a je fce, ktera je inverzni k exponencialni fci y = a*; a je libovolné
kladné realné cislo rtizné od jedné. Zapisujeme

y=log,z

D(f)=R*

H(f)=R

a > 1 ...rostouci

0 <a<1... klesajici

Logaritmus
Def.: Logaritmem kladného redlného cisla x pii zdkladu a, kdy a je kladné redlné cislo rtizné od 1,
nazveme takové realné ¢islo y, kde y = log, x tak, ze plati a¥ = x

Vo €R a eRtT —{1};

log,a =1 log,1=0 x = al%8a?

Va,c € RY — {1} A Vr,s,beR™

o =1
e log,r-s=log,r+log,s ologaﬁ—slogar

e log, g =log,r —log, s e log, b= 112302
C
S __
e log,r® = slog,r o log, b= 10; .
b

Pfirozeny logaritmus
y=logex =Ilnx
e = 2.718281828 ... — Eulerovo ¢islo
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2.1.5 SlozZena fce

Def.: Fce h je fce slozend z fci f a g, pravé kdyz plati
D(h) ={z € D(f); f(z) € D(g)}

h=gof

Vz € D(h); h(zx)

12
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Goniometrickeée funkce

3.1 Zakladni vztahy

orientovany ahel « - usporddand dvojce polopfimek VA, VB se spole¢nym pocatkem V a znac¢ime ho
AV B
zdkladni velikost: Ghel, ktery lezi v intervalu (0°; 360°) = (0; 2m)

w=a+k- 27
cotg x y (0°) 2m | (30°) & | (60°) 5 | (90°) 5 | (45°)
gL sinz
COsS ™
tg 0 ? V3 - 1
cotg — V3 g 0 1

3.1.1 Funkce sinus a cosinus

Def.: Fce sinus je fce na mnoziné redlnych cisel, kterd kazdému x €R pfifadi ¢islo yps. (viz. obr.
jednotkové kruznice)
Fce cosinus je fce na mnoziné redlnych ¢isel, ktera kazdému x €R prifadi ¢islo xpy.

N
N N
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y=f(z) - y=a-f(bxr+c)+d
y a H(f)=(—a; a)
< . . 27
2sinx b ... méni periodu I
sin 2 c ... posune ve sméru osy x do bodu —g
d ... posune ve sméru osy y do bodu d
x

3.1.2 Fce tg a cotg

sinz

Def.: Fce tangens se nazyva fce dana vztahem y = cosT tgx.
.y . cos T
Fce kotangens se nazyva fce dana vztahem y = e cotg x.
Fce sekans: y = 1
CoST
Fce kosekans: y = .1
sin x

Vlastnosti goniometrickych fci:

- Fce sin, tg, cotg jsou liché. Fce cos je suda
- D(sinz), D(cosz)=R, H(sinz), H(cosxz)=(—1;1)

]D)(tgx):kUZ —g + km; % + lm), D(cotgx):kUZ(kﬂ; (k+1)m) H(tgx), H(cotgz)=R
€ €

- Fece sin, cos jsou periodické s periodou 27 a fce tg, cotg jsou periodické s periodou 7.

3.1.3 Cyklometrické fce

arcsin inverzni k fci sin
arccos inverzni k fci cos
arctg inverzni k fci tg
arccotg inverzni k fci cotg

Souctové vzorce Ve, y € R Vztahy pro dvojnasobny argument
l. sin(z £ y) = sinz cosy + cos xsiny l. sin(2z) = 2sinx cos x
. cos(x + y) = cosxcosy Fsinzsiny Il. cos(2x) = cos? x — sin z
tgx +tgy 2tgx
II. +y) = ——=>"2-= I 2r) = —25—
Souéty goniometrickych fci Vztahy pro poloviéni argument
. . . x* T F . x| _ [1l—cosz
l. sinx + siny = 2sin( 2y)cos( 2y) ljsing | =/——5—
II.cosx+cosy:2cos(x+y)cos(x_y) Il lcos £| = /L cosz
2 2 2 2
_ (T YN T Y 1—cosz
lI. cosz — cosy = —2sin(Z sin L _  [1—COST
y (F5) sin(=5~) . ‘th Vitcoss

14
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_ sinzx B E
L. tgr = o7 Vx €R {(21{:—1—1)2}
1. sin(x + 2kw) = sinx Vx €(0;27) Vk €Z
[I. cos(x + 2km) = sinx Vx €(0;27) Vk €Z
V. sin(—z) = —sinz Vz €R
V. cos(—z) = cosz  Vr€R
VI. sin(m — z) = sinz Vx €R
VII. cos(m —x) = —cosz Vz €R
VIII. cos( —x) =sinx Vx €R
IX. Sln( +xz) =cosz  VreR
X. tg(—x) = —tgz  Vz €D(tg)
XI. tg(x + km) = tgx Vo €D(tg)
Xll.  sin?x +cos?x =1 Vo €R

3.1.4 Trigonometrie

v kazdém A plati
a b ¢

sina  sin3  sinvy
Uziti: V daném A je moZno sinovu vétu pouZzit zndme-li 2 thly a 1 stranu, nebo 2 strany a thel proti

jedné z nich.

. "y , a b c
vztah pro polomeér kruZnice opsané: 2r = — = — = —
sina  sinf  sin7y

VAABC;

a? = b? + ? — 2bccosa (+ cyklicka zaména)

Uziti: Pokud zname dvé strany a thel, jimi svirany, nebo 3 strany.

1. VAABC,; S = %a'b-sin’y +CZ

2. Heroniv vzorec: S = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢) s:%ﬂc
3. S=s- % o polomér kruznice vepsané
4. S = %I;‘C r polomér kruznice opsané
a+b Cosa;ﬂ a—>b sin ;ﬂ
Mollweidovy vzorce: 1. = ~ 2. = 5
sin o cos 5
cotg v = o sna cotg «
a—p
tg
a—2> 2 a+p
= t = cotg— cz
a+b a+p &2 cotey




Kapitola 4

Stereometrie

4.1 Zakladni vztahy

1. Tranzitivni vlastnost : Je-li bod prvkem pfimky a pfimka je incidentni s rovinou, pak i bod nélezi
roviné.

Bod lezi v roviné, jestlize lezi na nékteré primce této roviny.
Primka lezi v roviné, jestlize dva jeji riizné body lezi v roviné.

Kazdjymi dvéma riznymi body je urcena pravé jedna primka.

ook

Kazda rovina je urcena

(a) 3 body nelezicimi v piimce

(b) pfimkou a bodem nendlezicim v té pfimce
(c) dvéma ruznobéznymi pfimkami

(d) dvéma raznymi rovnobézkami

6. Danym bodem lze vést k dané primce pouze jednu rovnobézku.

7. Jestlize mame vést pfimku rovnobéznou s danou rovinou, musi dané rovina obsahovat pfimku
rovnobéznou s danou pfimkou (a musi byt alespon 1).

8. Je-li pfimka rovnobézna s dvéma riznobéznymi rovinami, je rovnobézna i s jejich prisecnici.

9. Danym bodem lze vést k dané roviné jedinou rovinu s ni rovnobéznou.

Konstrukce rezu

V1 - Lezi-li dva rizné body v roviné, pak pfimka jimi urcené také lezi v této roviné. Pokud je jednou
rovinou rovina fezu a druhou sténa télesa — prusecnice je hranou fezu.

V2 - Dveé rovnobézné roviny protina tfeti rovina ve dvou rovnobéznych primkach.
V3 - Jsou-li kazdé dvé ze tii rovin riznobézné a maji-li tyto t¥i roviny jediny spolecny bod, prochazeji
timto bodem vsechny tii prisecnice.
Odchylka piimek
1. rdznobéznych — velikost kazdého z ostrych nebo pravych uhli, které primky spolu sviraji
2. rovnobéznych — je rovna 0°

3. mimobéznych — odchylka riznobéznych primek vedenych libovolnym bodem prostoru rovno-
bézné s danymi mimobézkami.
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Kolmost pfimek a rovin

Dvé ptrimky jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdyz jejich odchylka je 90°

Ptimka a rovina jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdyz je primka kolméa ke vSem primkam roviny.

Je-li pfimka kolmé ke dvéma riiznobézkdm roviny, pak je k roviné kolma = kritérium kolmosti
primky a roviny

Dvé roviny jsou k sobé kolmé praveé tehdy, kdyz jedna z nich obsahuje primku kolmou k té druhé
rovineé.
Odchylka piimek a rovin
- Odchylka dvou rovin je odchylka jejich pruse¢nic s rovinou, ktera je k obéma rovinam kolma
- Odchylka primky a roviny je velikost nejmensi z odchylek pfimky a libovolné primky té roviny.
e Neni-li pfimka kolmé k roviné, je odchylka pfimky a roviny rovna odchylce pfimky a jejiho
pravouthlého primétu do té roviny.
Vzdalenost bodu od primky a od roviny
- Vzdalenost bodu A, B je délka tsecky AB.

- Vzdélenost bodu od piimky muzeme uréit jako vzdalenost bodu od pfimky v roviné, nebot bod
a pfimka v prostoru urc¢uji rovinu.

- Vzdélenost bodu A od roviny p je vzdalenost bodu A a jeho pravothlého primétu A’ do roviny
0.

Kritérium rovnobéznosti

e Piimka p je rovnobézna s rovinou g, jestlize lze na pfimce p najit dva rtzné body lezici v témze
poloprostoru ohrani¢eném rovinou g, které maji od roviny g stejnou vzdélenost.

e Dvé roviny o, o jsou rovnobézné, jestlize lze v roviné o najit 3 rizné body, které nelezi v téze
primce, ale lezi v témze poloprostoru s hrani¢ni rovinou g, a které maji od roviny o stejnou
vzdalenost.

Vzdalenost pFimek a rovin

- Vzdalenost dvou rovnobéznych primek je vzdalenost libovolného bodu jedné primky od druhé.
Vzdalenost rovnobéznych pfimek miizeme urcit jako jejich vzdalenost v rovin€ jimi uréené nebo
pomoci roviny kolmé k obéma primkam.

- Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin je vzdéalenost libovolného bodu jedné roviny od druhé.

- Vzdalenost pfimky od roviny s ni rovnobézné je vzdalenost libovolného bodu pfimky od této
roviny.

- Vzdalenost dvou mimobéznjch primek p, ¢ je délka tsecky PQ, kde body P, () jsou po fadé
prusec¢iky mimobézek p, ¢ s osou mimobézek.



Kapitola 5

Kombinatorika

5.1 Zakladni vztahy

Kombinatorické pravidlo souginu: Pocet vSech uspoifadanych k—tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n;
zpusoby, druhy ngy zpusoby (po vybéru prvniho), ...az k—ty ¢len ny zpisoby, je roven soucinu n; -
ng ... Ng.

Kombinatorické pravidlo souétu: Jsou-li Aj; As;. .. A, konecné mnoziny, které maji po fadé p1; p2;...pn
prvka a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvki mnoziny sjednocené (A U Ay UAs3...UA,) je
roven piy +p2 +p3 + -+ Pn.

5.1.1 Variace

Def.: k—clenna variace z n prvka je uspofadana k—tice z téchto prvku tak, ze se kazdy v ni vyskytuje
nejvysSe jednou.

Pocet V(k, n) vSech k-¢lennych variaci z n prvki je

Vik, ) =n(n=Dn-2)...(n—k+1) = o

5.1.2 Permutace

- zvlastni pripad variaci
Def.: Permutace z n prvku je kazda n-¢lenné variace z téchto prvkid neboli usporadana n-tice sestavena
z téchto prvka tak, ze kazdy se v ni vyskytuje pravé jednou.

Pn)=nn—-1)n-2)...2-1=n!

0!'=1 definovéano!!

5.1.3 Kombinace

Def.: k-¢lenna kombinace z n prvki je neuspofadana k-tice sestavena z téchto prvki tak, zZe se kazdy
vyskytuje nejvyse jednou.
n! n
K k, n)= ————=
( ) El(n — k)! (k)

Vlastnosti kombinaénich ¢isel:

L )=(0") Vn,keN; k<n

2 () + () = ()
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5.1.4 Pascaluv trojuhelnik

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

n-ty fadek: () (7)(3)---(,,";) (%) méa (n + 1) prvka.

n—1/\n
Pocet podmnozin n ¢lenné mnoziny je soucet n-tého fadku Pascalova A a ten je roven 2" = (141)" =

()17 104 () 177 1 () 11 () 10

Binomicka véta

n Y na0, (™) n-1;1, (M) n-2;2 n 1 3n—1 Y 0.n = (n n—k 1k
— .q™. . . . . .ql. q0.pn — . b
(a+d) <0>a b+<1>a b+<2>a b+ +<n_1>a b Jr(n)a b ;(kj)a

5.1.5 Variace s opakovanim

Def.: k-clenna variace s opakovanim z n prvka je uspofadana k-tice ustavena z téchto prvki tak, ze
kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k—krat.

V'(k, n) =n"

5.1.6 Permutace s opakovanim

Def.: Permutace s opakovanim z n prvku je usporadana k-tice ustavend z téchto prvku tak, ze kazdy
se v ni vyskytuje alespoii jednou.
Pozn.: Oznacme kq, ko, ...k, kolikrat se kazdy z danych prvka opakuje.

(k1 + ka4 ...+ kn)!
Tl ol - ey

n! n
Pksn = k) = 50 =551 = (k:)

P'(ky, ks, .. . ky) =
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5.1.7 Kombinace s opakovanim

Def.: k-clen& kombinace s opakovanim z n prvki je neuspofadana k-tice sestavena z téchto prvka tak,
ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k—krat.

K'(k, n) = (”*Z”) =Kk, n+k—1)
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Pravdépodobnost

6.1 Zakladni vztahy

Pokus(nahodny) w...vysledek pokusu

Q... mnozina vSech moznych vysledkt pokusu (pf. 3 mince ... Q = 23)
jev ...mnozina vysledk pokusu — podmnozina 2

jev jisty ... musi vzdy takto nastat

jev nemozny ...nemuze nikdy nastat

w €A; vysledek w je pfFiznivy jevu A

ACB; jev A je podjevem jevu B

Jev AUB, ktery nastdva pravé tehdy, nastane-li aspon jeden z jevii A a B, nazyvame sjednocenim
jeva A a B.

Jev ANB, ktery nastava praveé tehdy, nastanou-li oba jevy A a B, nazyvame prinikem jevi A a B.

Je-li ANB= (), fikdme, Ze jevy A a B se navzajem vyluéuiji.

Jev A’ nastava pravé tehdy, kdyz jev A nenastava, nazyvame jevem opaénym k jevu A.

6.1.1 Pravdépodobnost

CETNOST ... kolikrat dostaneme jeden dany vysledek pokusu ...n(w)
w)

. y _ y . n(
RELATIVNI CETNOST ... cetnost vztazend na pocet pokust ... B

Ma-li ndhodny pokus m moznych vysledki a jsou-li tyto vysledky stejné mozné (pravdépodobné), pak

gy C e . , " 1
o kazdém z nich fikdme, ze ma pravdépodobnost ooy

6.1.2 Pravdépodobnost jevi
Pravdépodobnost jevu A, ozna¢me ji P(A), se definuje jako soucet pravdépodobnosti vysledkt pfizni-
vych jevu A
P(A) =) p(w).
weA

V pokusu, jehoz vSechny mozné vysledky jsou stejné pravdépodobné, je pravdépodobnost jevu rovna

kde m(A) je pocet pfiznivych vysledkii a m je pocet vSech vysledki.
0<PA) <1, P =0...jevnemozny, P(Q)=1...jev jisty
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6.1.3 Scitani pravdépodobnosti
1. Jsou-li jevy A a B disjunktni (navzajem se vylucuji) plati P(AUB) = P(A) + P(B)

2. Jevy nejsou disjunktni

Q

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
A B

Jestlize B=A = P(A)=1-P(A’)

Je-liBCA
Q
A P(ANB’) = P(A) — P(B)
P(B) < P(A)
Q0
A
B
C

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(ANB)—P(ANC)—PBNC)+P(ANBNC)

6.1.4 Nezavislé jevy
Rekneme, 7e jevy A a B jsou nezavislé, plati-li
P(ANB)=P(A)- P(B)
Jevy A, B a C jsou nezavislé, plati-li
P(ANBNC)=P(A)-P(B)- P(C) A
AN P(ANnB)=P(A)-P(B) AN P(ANC)=P(A)-P(C) A P(BNC)=P(B)-P(C)

Jsou-li jevy A a B nezavislé = A’ a B; A a B’; A’ a B’ jsou nezavislé.

6.1.5 Nezavislé pokusy
Def.: Rekneme, 7e diléi pokusy jsou nezavislé, jestlize pro vSechny mozné vysledky (w1, w) plati,

p(wi, w2) = p(wr) - p(wz)

6.1.6 Binomické rozdéleni (Bernoulliovo schéma)

Mgéjme n nezavislych pokusti, z nichz kazdy konéi bud zdarem s pravdépodobnosti p, nebo nezdarem
s pravdépodobnosti g. Potom pravdépodobnost jevu Ay, Ze pravé k pokust bude zdarilych, je

P(Ay) = (Z>pkqn-k,

kde k=0, 1,2, ..., n p+qg=1
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Ovérovani hypotéz
ucebnice str. 199-121

6.1.7 Podminéné pravdépodobnosti
Pravdépodobnost je podminéna jevem B (neboli za podminky B plati ...), znaéi se p(w|B) a plati

p(wIB) = .

PAB) = —— =~ P(ANB)=P(B)-P(AB) +CZ

vzorec pro nasobeni pravdépodobnosti

Jde-li o pokus se stejné pravdépodobnymi vysledky, plati

P(AIB) = w

P(A) = P(ANBy) + P(ANBy)
A !
AnB:|A N By P(A) = P(By) - P(A|By) + P(Bs) - P(A|B3)

vzorec pro celkovou pravdépodobnost
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Statistika

7.1 Zakladni vztahy

7.1.1 Terminy

Statisticky soubor - udalosti, véci, lidé, casy, ...
Statisticka jednotka - prvek souboru
Statisticky znak - hodnota té jednotky. Muze byt kvalitativni nebo kvantitativni

statistické jednotky - 1, 2, ... n — hodnoty stat. znaku: x;, x2, ... x, slucujeme do r tiid:
3y, T4 Tk
1) 2y «-0 Ly
Cetnost hodnoty X’ ...n;
nj

Relativni Cetnost ...v; = —
n

Statisticky soubor mizZeme popsat pomoci diagramu:
1. spojitého
2. sloupcového (histogram)

3. kruhového

7.1.2 Charakteristika polohy a variability

Ly
1
n

n

]

Aritmeticky pramér T =

n
*
J
—

Vazeny primér T = J -
Pokud 2 hodnoty x, n spolu souvisi vztahem x = an + b, pak stejny vztah plati i pro aritmetické

prameéry: T =an + b

e _ Ip—T
Pramérny pririistek 7 = ”TO

nl Tn
xo

n
Geometricky primér Z = /21 - 29 - ... -z = P/ [[ ©;: = Tg
\/ i=1

Pramérné tempo pfirastku z =
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Kvadraticky primér Tx =

n

Harmonicky primér Ty = —; 1
P
(i,k =

S OF

Va; # xp
Mmax > TK > TA > TG > TH > Tyin
Pokud nastane moznost x; = xj, pak dostaneme x4 < z¢

Modus stat. souboru ... Mod(x) - hodnota znaku. ktery se vyskytuje s nejvétsi ¢etnosti
Median ... Med(z) - prostfedni hodnota znaku, sefedime-li je podle velikosti
pro n liché — Med(z) = T nt1
2
pro n sudé — Med(z) = % (a:g + xgﬂ)

(z; —T)?

ol

Rozptyl S?E =

=1

s

2
T

S

S|l— 3=

> () —7)*n,
Jj=1
Smérodatna odchylka s

Variaéni koeficient v, = 100%

Sz,
x

Mezikvartilova odchylka Q(z) = §(Q3 - Q1)



Kapitola 8

Posloupnosti a rady

8.1 Zakladni vztahy

posloupnost
- Posloupnost je realné funkce jejimz definiénim oborem je podmnozina mnoziny prirozenych cisel,
piSeme napft.

(an)%o:h

kde a,, je n-ty ¢len posloupnosti a vyjadiuje ”posloupnostni hodnotu” n-tého prvku.
Zapis posloupnosti:

1. pomoci n-tého ¢lenu

2. vypisem prvku

3. rekurentni zapis - zapis pomoci pfedchoziho prvku

. - .2,
54; —18; 6; —2; 2;

2.
.
an_H:an-(f%), a1=54

an+1=54(—%)" an=54(—%)""1

1
3
8.1.1 Vlastnosti posloupnosti

Def.: Posloupnost je rostouci: Vr, seN; r < s = a, < as
klesajici: Vr, s € N; r < s = a, > as
nerostouci: Vr, s eN; r < s = a, > as
neklesajici: Vr, s€N; r<s = a, < as
Pokud jedna z téchto dvou podminek plati = posloupnost monoténni

Dana posloupnost je rostouci, jestlize plati: Vn €N; apy1 > ap
klesajici, jestlize plati: Vn €N; apy1 < an
Posloupnost omezena zdola: Vn €N; dd €R; a,, > d
shora: Vn €N; 3d €R; a, < d
Posloupnost je omezena praveé, kdyZ je omezena shora i zdola

alternugici posloupnost: stfida se + a —
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8.1.2 Matematicka indukce
Diilkaz matematickou indukci spociva ve dvou krocich
1. Dané tvrzeni plati pro 1 (pfipadné pro nejmensi mozné piirozené ¢islo)

2. Za predpokladu, ze vztah plati pro néjaké ¢islo n, pak tento vztah plati i pro n + 1.

8.1.3 Aritmeticka posloupnost

Def.: Posloupnost (a,)>%; se nazyva aritmeticka, pravé kdyz existuje takové redlné ¢islo d, ze pro
kazdé prirozené Cislo n plati
Gn+1 = Qp + d

Cislo d se nazyvé diference aritmetické posloupnosti

anp=a;+ (n—1)d (a1 + (n—1)d)22,

V aritmetické posloupnosti (ay)52; s diferenci d plati pro vsechna r, s €N

as =a,+ (s—r)d

Pro soucet s,, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (a,)02 tj. a1 + a2 + - - - + ay, plati

n
Sp = §(a1 + ay)

8.1.4 Geometricka posloupnost
Def.: Posloupnost (a,)s2; se nazyva geometricka, pravé kdyz existuje takové redlné ¢islo ¢, ze pro
kazdé prirozené ¢islo n je
Ap+1 = Qn - ¢
Cislo ¢ se nazjva kvocient geometrické posloupnosti.

Pokud a,, a1, ¢ #0 = %:q
n

V geometrické posloupnosti (a,,)22; s kvocientem ¢ plati Vn €N

V geometrické posloupnosti (a,,)22; s kvocientem ¢ plati Vr, s €N
as=ar-q°"

Pro soucet s,, prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti (a,)52 ; s kvocientem ¢ plati

1. prog=1

2. prog#1

8.1.5 Finanéni matematika

jistina .. .vlozena castka
roéni drokovd mira ...navySeni v % za 1 rok
urokovaci obdobi ... cCas, za ktery se pripisi uroky
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Jednoduché urokovani - jistina je stejnd
SloZené urokovani - k jistiné se pfi¢tou troky a tim se vytvori jistina nova

n

P

= 14+ L2
JIn J0< 0,85 100) s

kde Jy je pocatecni vklad a p je irok v procentech

Terminy:

p- a. ...uarokova mira za rok

.. arokova mira za 1/2 roku
.. rokova mira za 1/4 rok
... urokova mira za mésic

.. irokova mira za tyden

.. urokova mira za den

TEEET
T I

Jn = J()(l + 1’% '0,85)” = Jo ~q”
1. stav konta na zacdtku urokovaciho obdob?

J=hi+h+ - tdn=Jdo-q+Jo-+-+Jo-q"

q" —1

J=1Jy-
0 CJq_l

2. stav konta na konci urokovaciho obdob?

J=Jo+ I+ +Ih=Jo+Jo-q+Jo-@*+ -+ Jo- "
qn+1_1

,]:jo.q_il

8.1.6 Vlastnosti aritmetickych a geometrickych posloupnosti

Je-li d > 0 = aritmetickd posloupnost je rostouci
Je-li d < 0 = aritmetickd posloupnost je klesajici
Je-li d = 0 = aritmetickd posloupnost je konstantni

e Geometrickd posloupnost (a,)5; s koeficientem ¢ je

1. rostouci, pravé kdyz
ar >0, g>1 nebo a1 <0, g<1;

2. klesajici, pravé kdyz
ar >0, g<1 nebo a1 <0, g>1.

e Geometrickd posloupnost (a,)52; s koeficientem ¢

1. je omezend, pravé kdyz
lgf <1 nebo a3 =0;

2. je zdola omezend, ale neni shora omezena, pravé kdyz

ar >0, g > 1;
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3. je shora omezend, ale neni zdola omezené, pravé kdyz
a1 <0, g>1;

4. neni zdola omezend,ani shora omezena, pravé kdyz

ar #0, ¢ < —1;

8.1.7 Limita poloupnosti

Def.: Cislo a se nazyva limita posloupnosti (a,)>, pravé kdyz Ve > 0 Ing €N tak, ze Vn €N;
n > No; \an — a| <€ — ap€(a—sate)

Posloupnost se nazyva konvergentni jestlize ma limitu.
Posloupnost, kterd neni konvergentni, se nazyva divergentni

Zapis limity: lim a, =a
n—oo

Kazd4a posloupnost ma nejvyse jednu limitu
Kazd4a konvergentni posloupnost je omezena

ap, > min(a — g;m) an <max(a+¢e; M)

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b, =a+b
n—oo n—oo n—oo

Jestlize posloupnosti (a,)521; (bn)ne; jsou konvergentni a pii tom lim a, = a, lim b, = b,
n—oo n—oo
pak je konvergentni i posloupnost (a, + b,)52; a plati

(an, + byp) = lim a, + lim b, =a+b
n—oo n—oo

Méjme posloupnosti (a)221; (brn)5%;, které jsou konvergentni a necht lim a,, = a, lim b, = b,
n—oo n—oo

pak jsou konvergentni i posloupnosti (a, — b,)02 1, (an - bn)22, (¢ an)S;, kde ¢ je libovolné redlné
éislo, (Z—:);’le, kde b,b, # 0 pro Vn € N a plati

. nlirrolo(an'bn):nlinoloan-nlingobn:a-b

e lim (a, —b,) = lim a, — lim b, =a—b
n—00 n—oo n—o0

e lim(c-ay)=c-lima,=c-a

n—oo n—oo
lim a, a
e Jlim B = 1> _Z2
n—oo

Geometrickd posloupnost (¢")>2; je konvergentni pravé kdyz plati

lq] < 1.

Pro kazdé realné ¢islo r existuje neklesajici posloupnost racionalnich ¢isel (a,)5%; a nerostouci
posloupnost racionalnich éisel (by,)5° ; tak, ze plati

lim a, = lim b, =r.
n—oo n—oo
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8.1.8 Nevlastni limita

Def.: Rekneme, Ze posloupnost (a,)2%; mé nevlastni limitu +oo, pravé kdyz pro kazdé ¢islo K €R
dng € N takové, zZe Yn € Nn > 0; a, > K.

Def.: Rekneme, 7e posloupnost (a,); mé nevlastni limitu —oo, pravé kdyz pro kazdé ¢islo L €R
dng € N takové, ze Y¥n € Nn >0; a, < L.

8.1.9 Nekoneéna rfada

n
Je-li (an)22; geometrickd posloupnost a |g| < 1, pak posloupnost (s,)02; (s, = > a;) je
i=1

konvergentni a jeji limita je
ai

L



Kapitola 9

Komplexni cisla

9.1 Zakladni vztahy

Imaginarni jednotka ...4 i?=-1

9.1.1 Algebraicky tvar komlexniho ¢isla: z = a + bi
br-—ez=a+bi
\
\

a
214+ 2= (a+c)+ (b+d)i
z1=a+bi _, 2122 = (ac—bd) + (ad + cb)i
zo=c+di ﬁ:ac+bd+bc—ad_i 5 40
2 A+ E+E 7

Plati: Vz, 21,29 € C; Vm,n € R

ML N — Zern i4k+1 =
228 = (21 - 22)" ik 2 = 1
(zm)n = ,mn ,L'4k71 = —4

27" = (2" 2#£0 it =1

Komplexné sdruzené ¢islo - Z
z=a+bi — Z=a-—MW
Plati: Vz, z1, 29 € C

— - = = I — zZ1 Z
—Z = —Z, Z1 + 22 = 21 + 22, Z1 722 =71 22, Z;=<Z;),Z2#0,
|z| ...absolutni hodnota komplexniho éisla - vzddlenost od pocdtku = modul

lzl=Va2+2 =22 = |2| € R{

|21 - 22| = |21 - |22

21| _ |z

Z9 ’Zg‘
2/ - pievracené ¢islo k ¢islu z = 2/ -2 =1
, a—bi

T A+ b2

IS
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9.1.2 Goniometricky tvar komplexniho éisla: z = |z|(cos ¢ + isin p)

Zakladni operace:
z1 = |z1|(cos p1 + isinpq) 29 = |22](cos p2 + isin )

1. Séitani/odéitani - pievedeme na algebraicky tvar, se¢teme/odeéteme, prevedeme zpét

2. Nasobeni

z1 - 22 = |21] - |22|(cos(p1 + @2) + isin(p1 + ¢2))

3. Déleni
2 Pt coser — g2) +isinpr — p2)
1 1 .
S = m(cosgp—zsmgp), z2#0

4. Mocniny

22 = |2|2(cos(2¢) + isin(2¢))
23 = |z]3(cos(3¢) + isin(3¢))
2" = |z|"(cos(ny) + isin(ng)) = |z|"(cos ¢ + isin )" =

9.1.3 ResSeni nerovnic

Absolutni hodnota rozdilu komplexnich ¢isel urcuje jejich vzdalenost v Gaussové roviné.

2= (a+bi)| <r |z = (a+b1)| <[z — (c+di)|
a,b,r eR Im
Im «— osa usecky
N N N
bl — |
|
‘ .
\ | c
a Re } Re
RN
d
9.1.4 Binomicka rovnice
2" —a=0 x€C, aeCy, neNy a=]|al(cosa+isina)
N oa+2kr .. a+2kw
xr = {/|a|] | cos ——— + isin ———— keZ
n n
Rizna reseni pouze pro k = 0;1; 2; ...; n — 1 — ziskdme n TfeSeni, jejichz obrazy lezi na kruznici

se stfedem v pocatku a polomérem {/|a| a tvoii vrcholy pravidelného n-thelnika.

9.1.5 Kvadratické rce s realnymi koeficienty

—b+iy/[D]

ar’+br+c=0 T19 =
’ 2a

pro D < 0.
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Pro algebraickou rci s redlnymi koeficienty a,z" + a, 12" '+ ---+ajx+ag =0 (ag, . ..a, € R)
plati: Je-li 21 = a + bi (b # 0) kofen této rce, pak také zo = a — bi je jejim kofenem.
9.1.6 Kvadratické rce s komplexnimi koeficienty
ar’? +br+c=0 z,a,b,c € C

— b+ /[Dl(cos 5 + isin 5)

T12 =
2a ’

kde D = |D|(cosa + isina). V nékterych pfipadech je lepsi predstavit si v D jako komplexni ¢islo
u + vi a D neprevadét na goniometricky tvar. Pak dostaneme vztah napt. /8 4+ 6i = u + vi a po
postupné tupravé mizeme dosadit do vyse zminéného vztahu jako

— b=+ (u+wvi)

T12 =
2a

9.1.7 Reciproké rovnice

Def.: Rece anz™ + an_12" 1+ -+ + a12 + ag = 0 se nazjva reciproka, pravé kdyz Vi = 0,1,...n plati
a; = an—;, tzv. kladné reciproka
nebo
a; = —Qyn—;, tzv. zaporné reciproka.

Rece a,z™ + ap_12" 1 + - 4+ a1z + ag = 0 je reciproka, pravé kdyz plati:
¢ je kofen této rce < L je kofen této rce.

C

1. Kazda zaporné reciproka rce ma kotfen +1.
2. Kazd4 zaporné reciproka rce sudého a kladné reciproka rce lichého stupné mé koten -1.

Kazda reciproka rce se da prevést na kladné reciprokou rci sudého stupné, ktera se dale fesi:

apr® + a2+ apf + o+ aztag=0 |:a”

aoxk—i—alxk_l+...+ak+‘,,+a1%+a0%:0

agp <xk—|—1k>+---ak_1 (x—}—l)—}—akzo
T T

Pouzitim Lagrangeovy substituce:

prevedeme danou rci na rci k-tého stupné, kterou dale fesime.

9.1.8 Exponencialni tvar komplexniho é&isla: z = |z|e'?

cos p + ising = e = Eulertav vztah



Kapitola 10

Analyticka geometrie

10.1 Zakladni vztahy

10.1.1 Souradnice

Kartézska soustava souradnic — primka - Ox; rovina - Oxy; prostor - Ozyz
x, Yy, z - soufadné osy

0 - pocatek soustavy souradnic
A[al, ag, ag]

Transformacni rce posunuti:

2 =x—-m
I

y=y—n

Vzdalenost bodu

1. v rovine:
Y
5 | B
az———/ |AB| = /(b1 — a1)? + (b2 — az)?
A |
\ |
al by =

2. v prostoru:
|AB| = /(b1 — a1)? + (bs — a2)? + (b3 — az)?

Stied usecky:

1. na primce:

a+b
s[5
2. v roviné
Y
bl |B
—— T —Tg a; +by as+bo
ag/i/| 5 2 72
A‘ | |
\ I |
a1 by =




KAPITOLA 10. ANALYTICKA GEOMETRIE

3. v prostoru

g a1 +b1 az+by az+ b3
2 2 2

10.1.2 Vektory

- orientované usecky dané velikosti a smérem

AB
x 3 A. .. poééteé,ni bod
B. . .koncovy bod
nulovy vektor |AB| =0

Orientované tsecky AB a C'D urcuji tyz vektor pravé tehdy, kdyz AD a BC maji spole¢ny stied.

Jestlize jsou dva vektory rovnobézné, pak jsou kolinedrni (souhlasné/nesouhlasné)

Polohovy vektor — pocateéni bod v pocatku soustavy souradnic

Y
B
bz/ u= (b — a1, by — az) = (u1, u2)
T
asf—— | u=B—A
A u1=b1—a1 ua=ba—asz
\
al by

Séitani vektoru
ut+tv=C—-A
u(uy; ug;ug) v(vr; ve; vs) — u+ v=(uy + v1;uz + vo; us + v3)

A u B

Rozdil vektoru

u—v = (u; — v1;u2 — V2;u3 — V3)

Linearni kombinace vektort

Vektor au + bv+ cw, kde a, b, ¢ €ER; se nazyva linedrni kombinaci vektort u; v; w.
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Skalarni souéin vektoru

velikost vektoru:

d(dy;da;ds)  —  |d| = /d} +d}+d3

AB(bl —ay;by —as; by — ag) — ’AB| = \/(bl — CL1)2 + (bz — a2)2 + (bg — a3)2

jednotkovy vektor — |d| =1

Skalarni souc¢in vektort w(uy;ug;us) a v(vi;ve;vs)

u-v=ujv1 + uv2 + u3v3

4

je to skaldr (¢islo)

P = |uf?

Vuvw, u-v=v-u Vab,cd (
(c-ujv=c(u-v) (
w(u+ v) = wu+ wv

b)(c + d) =ac + ad + bc + bd
b)? = & + b* + 2ab

Odchylka dvou vektoru

_ u-v
cosp = Tal T pro |u|, |v| #0

cosinova véta |a— b|? = |a|*> + |b|*> — 2|a||b| cos ¢

Vektorovy soucin

UXv=w u(ur; ug; uz) v(vr; ve;v3)
U2 U3 Uy us up U2
w= - :
vg w3 |’ vy vz || v w2
—(uxv)=vxu
Pro u x v = w plati: 1. wlu, v

2. u, v, w tvori pravotocivou bazi

3. |w| =lu|-|v| sina
Ciseln4 hodnota |u x v| odpovid4 ¢iselné hodnoté plochy rovnobéznika.
Objem rovnobéznosténu uréime jako souéin V = |(ax b) - ¢|, kde a, b, c jsou velikosti stran. Tento
soufin nazyvame smiseny.
Plati cyklickd zaména: V = (ax b)-c= (bxc)-a=(cxa)-b
ax (b+c¢c)=axb+axc
a x (mb) = (ma) x b=m(ax b)
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10.1.3 Geometrie v roviné

Parametrické vyjadreni pfimky

Y

N\

a2

1
ty= 3 (ay+by+cy)

Su=k-v

plla
Su=k-vApNqg#0

p=4q

Obecna rce pfimky
- pouze v roviné

X=A4+t-u =

axr + by +c=0,

kde alesponi jedno z €isel a, b # 0 se nazyva obecné rce pfimky.

Plati: n(a;b)

Smeérnicovy tvar pfimky

...s8meérnice

... usek na ose'y

Usekovy tvar pFimky

p=——...prusecik s osou x

q= —7...prusecik s osou 'y

SyESEESN et

Vzdalenost bodu od pfimky

Odchylka primek

— normalovy vektor

nlu (nu=0)

y=kx+q

_ lap1 + bp2 + |
va? + b?

Osa uhlu

d(P;p)

37

r=a1+t-uy tER

y=az+1t-ug

tgp =k

pfimka kolma — y = —%x +d

Smérnice osy thlu je vektor w, kde plati

normovany vektor - p* =

w=u +v

*_ P

|p| |P*| =1



KAPITOLA 10. ANALYTICKA GEOMETRIE

10.1.4 Geometrie v prostoru

Parametrické vyjadreni pfimky

X=A4+t-u = r=a1+t-uy teR
y=az+1t-ug
z=asg+1-us

Parametrické vyjadfeni roviny

X=Y+s- v Y=A+t u
N /
X=A+t-u+s-v
X=A+t(B—A)+s(C—A)

Obecna rce roviny

n - XP =0 a n(a;b; c) - normalovy vektor roviny
X[;y; 2] Plpy; pa; ps]

ar+by+cz+d=0
d = —(ap1 + bpa + cp3)

Polohové tlohy v prostoru
1. Primka a rovina:

- rovnobé&md — my-u, =0 - pNp =10
-pCo
- riznobémnd — n, - u, #0-pUp = {A}

2. 2 roviny:
- rovnobé&iné - rtizné N\, normalové vektory — oNo =0
- splivajici linearné zavislé —p=o0
- ruznobézné - linedrné nezavislé oNo =p — prisecnice

ny, X ny = uy,
3. 2 primky:

- rovnobézné (ruzné, totozné)
- rtiznobézné

- mimobézné

Pficka mimobéZek

1. rovnobéznd s danym smeérem = 1. pfimka + smér — rovina — rovina N 2. piimka

2. prochdzejici bodem

38
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3. 0sa mimobeézek ola olb

(a) w=uxv

(b) eo(a; w)
(c) Aepnbd

Metrické alohy
Vyuziva se vztaht

u-v=ul-|vlcosp

uxv=|ul-|vsinp

Vzdalenost bodu od primky:

o artbyteztd=0 _ _ lapi+bpy+cps+d|
P[p1;pa; ps] Va? + b2 + 2

Odchylka dvou primek:

cosp= 191y, g = |
|uf - v

k1 — ko

1+ k1ko

kde v, v jsou smérové vektory danych pfimek a ki, ks jejich smérnice.
Odchylka primky a roviny:

)

l.penlo pernao

/ o(p;0) = o(p;p)

;T
/ n T
/ ? 15 2. m p— cosy w:§—gp
AN p//
/ .
/ cos Y = sin
PN/
o |n-pl
sin p =
|n| - |p|

Odchylka dvou rovin:
- odchylka jejich normalovych vektora

10.1.5 Geometrie kuzelosecek
Vznik: Rez rovinou na kuzelové ploge
1. rovina 1 k ose kuzelové plochy = kruZnice

2. rovina svird s osou thel ¢, pro ktery plati a < ¢ < 90°, kde « je tihel, ktery svird hrana kuzele
s osou = elipsa

3. rovina svira s osou thel o« = parabola

4. rovina svira s osou thel ¢ < o = hyperbola
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Def.: Mnozina vSech bodt v roviné, které maji od daného bodu F' a primky d stejnou vzdalenost.

Parabola
(F ¢ d)

Zoufaly vyktik slovenského strojvedouciho.
F.o.o......... ohnisko
d.ooooeoi... fidici primka
p=|F,d| ... poloparametr
2p ...l parametr

Vrcholova rce paraboly

1. osa || s osou x:

2. osa || s osou y:

Obecna rce paraboly

v’ +Az+By+C =0
>+ Ay+Br+C=0

Parametrické vyjadieni
x =t

=a-t

proa>0; teR

Vzajemna poloha bodu a paraboly

<< <<
BRSNS
3

S

a? = 2p; vrchol v poéatku, osa || x

Ma-li parabola, jejiz osa je rovnobézna s nékterou soufadnou osou, rci y> + Az + By + C =0
nebo 2%+ Ay + Bz + C = 0 a oznac¢ime-li levou stranu této rce jako fci dvou proménnych f(z;y), pak
pro soufadnice libovolného bodu L[z;y] plati:

1. f(z;y) =0 ...L € paraboly

2. f(z;y) >0 ...L lezi vné paraboly

3. f(z;y) <0 ...L lezi uvnitf paraboly

Vzajemna poloha pfimky a paraboly

1. nemaji spole¢ny zadny bod

2. maji spoleény praveé jeden bod

(a) pfimka || s osou paraboly

(b) piimka je te¢nou paraboly - rce teény: yy1 = p(z + x1)
(y =n)(y1 —n) = p(z + 21 — 2m),

kde T'[z1;y1] je bod dotyku

3. maji praveé 2 spolecné body — pfimka je se¢nou paraboly
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KruzZnice
Def.: Mnozina vSech bodt v roviné, které maji od daného bodu S stejnou vzdalenost.

(Y Ly’
ny _2¢  Stiedova rce Obecna rce
2+t =12
(x —m)?+ (y —n)? =r? P2+ + Az +By+C=0
|
}m x

Parametrické vyjadieni

TSy ¢ € (0;27) r e RY

y=r-sine
Rce tecny:
xxy + yy = r?

(x = m)(z1 = m) + (y = n)(y —n) =12,

kde T'[z1;y1] je bod dotyku.

Vzajemna poloha bodu a kruznice
Ma-li kruznice rci 22 + y? + Az + By + C = 0 a ozna¢ime-li levou stranu této rce jako fci dvou
proménnych f(x;y), pak pro soufadnice libovolného bodu L[x;y] plati:

1. f(z;y) =0 ...L € kruznice
2. f(z;y) >0 ...L lezi vné kruznice

3. f(xz;y) <0 ...L lezi uvnitt kruznice

Elipsa
Def.: Mnozina vSech bodi v roving, které maji od dvou danych bodu (ohnisek) stejny soucet vzdéle-
nosti.

E,F ... ohniska |EF| = 2e e...excentricita
A, B ... vrcholy hlavni osy a = |AS|=|BS| a...délka hlavni poloosy
C,D ... vrcholy vedlejsi osy b= |CS|=|DS| b...délka vedlejsi poloosy

|[EC|=a = a? =b? + ¢?
Pro libovolny bod M elipsy nazveme tsecky M E, M F pravodiée. Z definice dostaneme vztah
|ME|+ |MF| = 2a = konst.

Stredova rce Obecna rce

T Y _
a2+b2_1 Az’ + By’ +Cx+Dy+E =0
z —m)? n (y — n)? 1
a? b? AB#0 A#B
Parametrické vyjadieni
T =a-Ccosp a,beR" r=m++a-cosp Sim;n]
y=>b-sinp o € (0;2m) y=n-+b-siny
Rce tecny:
R ! (z = ml(gl —m) , = ”)b(2y1 =1 _ 1, kde Tlay; 1] je bod dotyku.
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Vzajemna poloha bodu a elipsy
Ma-li elipsa rci Az? + By? + Cx + Dy + E = 0 a oznaéime-li levou stranu této rce jako fci dvou
proménnych f(x;y), pak pro souradnice libovolného bodu L[z;y] plati:

1. f(z;y) =0 ...L € elipsy

2. f(x;y) >0 ...L lezi vné elipsy

3. f(x;y) <0 ...L lezi uvnitt elipsy

Pramér elipsy
Méjme rovnobézné secny elipsy. Stfedy téchto secen tvori tisecku prochazejici stfedem elipsy. Tuto
usecku nazveme pramér.

Hyperbola
Def.: Mnozina vSech bod v roving, které maji od dvou danych bodu (ohnisek) staly rozdil vzdélenosti.

7,5 ... asymptoty

a2+ b =¢?
T ——gx S —éx
Yy =— Y=

Pro libovolny bod M hyperboly nazveme tsecky M E, M F' pravodice. Z definice dostaneme vztah

|MF|— |ME| = 2a = konst.

Stfedova rce Obecna rce T BT C 5 =
v —By*+Cr+Dy+E=0
1. Hlavni osa || s osou z Ay  — Ba?+Cr+Dy+E=0
2 2
x
= A,B#0
@-m? _ (-n? _,
a2 b2 -
Rce tecny:
2. Hlavni osa || s osou y X1 Yy
2 2 a’ b
S (z=—m)zr—m) (y=n)pp—n)
b a 5 5 a2 b2 9
_(z _b2m) 4 (y ;;L) =1 kde T'[z1;y1] je bod dotyku.
parametrické vyjadreni
r=—2 a,beRT
COS ¢
y=b-tgp ¢€<0;2W)—{g;§ﬂ}

Vzajemna poloha bodu a hyperboly

Ma-li hyperbola rci Az? — By? + Cx + Dy + E = 0 nebo Ay? — B22 4+ Cx+Dy+ E =0 a
oznac¢ime-li levou stranu této rce jako fci dvou proménnych f(z;y), pak pro soufadnice libovolného
bodu L[z;y] plati:

1. f(z;y) =0 ...L € hyperboly
2. f(x;y) <0 ...L lezi vné hyperboly
3. fz;y) >0

Yy ... L lezi uvnitt hyperboly
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Rovnoosa hyperbola s asymptotami v osach x a y (graf nepfimé timérnosti)
k a®
teCna: y1x + 21y = 2k

22
Soucin vzdalenosti bodu hyperboly od asymptot je konstantni: a2a oy
Rce kuzelosetky - obecné: Ax? + By? + Cay + Dx+ Ey+F =0
10.1.6 Otoceni soustavy souradnic
transformacni rce: . —
r=2 C.OS a—ysma tga = A-B koeficienty z obecné rce kuzelosecek
x=a'sina+y cosa .

10.1.7 Kulova plocha

Def.: Mnozina vSech bodi v prostoru, které maji od daného bodu S stejnou vzdalenost.

(z=m)® +(y = n)* + (= = p)* = 1*
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Spojitost fce

11.1 Zakladni vztahy

Okoli bodu:

4 ... velikost o koli
a...bod
Us(a) = (a — d5a +9)

x1 & Us(a)
x2 € Us(a) & |ze —al <0
0 1
—~
xll I ZL $IQ I T

Pravé §-okoli bodu a ...Uf = (a; a+6)
Levé d-okoli bodu a ...Uy = (a — 0; a)

Prstencové okoli a ... Ps(a) = (a — ¢; a) U (a; a+ ) &

Prirastek argumentu Az:

Def.: Necht je definovano Us(a). Pirtstek argumentu Az je roven rozdilu z — a

T —a ...prirGstek argumentu v bodé a

Prirastek fce Ay:

Def.: Fce je definovana na Us(a). Rozdil funkénich hodnot f(x) — f(a) nayveme pfirastkem fce

v bodé a.

0<|z—a|<d
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Spojitost fce v bodé a:
Def.: Necht fce f je definovana na mnoziné J. Fce f je spojitd v intervalu J , pravé kdyz plati
Ve>030>0Vx el; |f(z)— fla)| <e,

kde e € RT, Vz €R, |z —a| < §, f(x) € Us(a)

Jsou-li fce f a g spojité v bodé a, je spojita i fce:

f+9 f—-9 f-g
Spojitost fce v intervalu:
Def.: Fce f je spojitd v bodé a zprava resp. zleva, pravé kdyz
Ve >03)>0Vr e Ugt(a); |f(x) — fla)| <e

Fce f je spojita v bodé a, pravé kdyz je spojitd v bodé a zprava a zarovén zleva.
Fce f je spojita v (a;b) je-li spojita v kazdém bodé (a;b).

Fce f je spojitd v (a;b) je-li spojitd v kazdém bodé (a; b) a zaroven zprava v a a zleva
v b.

Je-li fce f spojitd v uzavieném intervalu (a;b), pak
dz1, x1 € (a;b)tak, ze Vo € (a;b); f(x1) < f(x)
dxg, x9 € (a;b)tak, ze Va € (a;b); f(x2) > f(x)

Bod x; nazveme minimem a bod x2 nazveme mazimem fce f v intervalu (a;b).
Je-li fce f spojitd v (a;b) plati

fla) - f(b) <0 pak 3c € (a;0); f(c) =0
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Limity

12.1 Zakladni vztahy

Def.: Fce f ma v bodé a limitu L jestlize k libovolné zvolenému bodu L existuje okoli bodu a tak, Ze
Vx # a z tohoto okoli nélezi hodnoty f(z) zvoleném okoli bodu L.

Ve > 030 >0Vr € Ps(a); |f(x)—L|<e

L= %m}b f(zx)
Fce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu.
Fce f je v bodé a spojitd < %11)1}1 f(z) = f(a)
Jestlize Vx € Ps(a); f(x) =g(z) a %mb g(z) = L pak plati
lim f(z) = lim g(a)

r—a r—a

. Pla) . w—a Pya)
‘%ﬂ@(i%‘?ﬂi—jdg)

, kde P, P, a (Q1 jsou polynomy.

Necht Va € Ps(a) a f(x) < g(x) < h(z) a lim f(z) = lim h(z) = L, pak

r—a r—a
existuje lim g(x) a lim g(z) = L
r—a

i S0 = i i = i
tny G =1 *dm (1) =t =
iﬂ%%:% *TELI%O(1+2)n:eI
*iﬁwzl *nlingon<$%—1):1nx
Je-li ;13(11 flx)=Aa %12%9(1‘) = B, pak plati
o /(@) +9(a)] = im f() + o) = A+ 8o im [£08] - Eiﬁx)) -4
. ;gl}z[f(w) —g(2)] = %ﬁl}lf(x) - %&I}zg(x) =A-B pro g(x), B #0

o lim[f(x)-g(x)] = lim f(x) - limg(z) =A-B

r—a r—a r—a
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Jednostranné limity
Def.: Fce f ma v bodé a limitu L zleva/zprava jestlize

Ve >038>0Ve € Pi(a); |f(x) - L|<e

Limita fce f v bodé a existuje pravé kdyz existuji limity zprava a zleva a jsou si rovny.

Nevlastni limita v bodé

INES

[0}

Def.: Fce f ma v bodé a nevlastni limitu 400, jestlize ke kazdému ¢islu
K €R36 > 0 Vx € Ps(a); f(z) > K
Fce f mé v bodé€ a nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému ¢islu
K €R36 > 0 Vx € Ps(a); f(z) < K
Def.: Fce f ma v bodé a nevlastni limitu zprava/zleva +oo, jestlize ke kazdému ¢islu
K € (a;a+9)/(a—3d;a) 30 > 0Vz € Ps(a); f(zx) > K
Fce f ma v bodé a nevlastni limitu zprava/zleva —oo, jestlize ke kazdému ¢islu
K € (a;a+9)/(a—3d;a) 30 > 0Vz € Ps(a); f(zx) < K

Vlastni limita v nevlastnim bodé
Def.: Fce f ma v 400 lim = L, jestlize plati
Ve>03xg €eD(f) Ve eR; z >0 =|f(zx)—L|<e

Fce f mé v —oo lim = L, jestlize plati
Ve>03zoeD(f)Vz eR; z<z9g =|f(x)—L|<e

Nevlastni limita v nevlastnim bodé
Def.: Fce f ma v 00 lim = +oo; K > 0 Jz¢ € D(f) szm); fo(:p)zK

Asymptota fce

1. se smeérnici: Piimka y = ax + b se nazyva asymptota se smérnici grafu fce f, jestlize

lim [f(z) — (az+0b)] =0

r—300

2. bez smérnice: P¥imka o rci a = & (a - bod nespojitosti)
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Tecéna ke grafu fce

. . Ax
Smeérnice tecn ks = lim —
' Y s Az—0 Ay

yo + Ay

Yo

1
o \:BO—I—A:L‘

Je-li kiivka grafem fce y = f(x) a existuje-li v bodé zp vlastni limita

Az) — _
ko= lim 2Y = i fwo + Az) — f(xo) _ lim f(@) = f(=o)
Az—0 Ax Az—0 Ax T—T0 T — Zo
pak te¢na kiivky v daném bodé T'[x¢; yo] je pfimka o rci y — yo = ks(z — x0) y=ksz+q
[ 1
Normala: y = 5T +q
S
Pfi vypoctu limit jsou dilezité tzv. neurcité vyrazy. Celkem rozeznavame neurcité vyrazy typta 8, >
0- 00, oo—o0, oo?, 0° 1% Tyto neurcité vyrazy lze pievést na tvar % popf. = a o limité téchto
dvou vyrazil plati praktické tzv. I’'Hospitalovo pravidlo.
L’Hospitalovo pravidlo
Necht existuji derivace fce f a g v bodé xg, kde ¢'(xg) # 0 a f(zg) = g(xo) = 0, pak 3 lim %
T—xQ
!
a plati lim f(x) = w
z—zo g(x)  g'(2)
Jsou dany fce f a g. Necht pro x — x( pfedstavuje podil £ Ei)) neurcity vyraz typu % popt. .

f'(zx) _ f(z)

Existuje-li xli_)lgo 7 A (vlastni ¢i nevlastni), pak existuje také limita xli_)rg}lo 9(2) a plati

@) )
= gla) o (@)
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Derivace

13.1 Zakladni vztahy

Def.: Necht f je definovana v okoli bodu xg. Jestlize existuje limita lim fzo + Az) — f(aso)’ pak ji
A Ax

xr—

nazyvame derivaci fce f v bodé xg. PiSeme f(x¢).
Fce f méa v intervalu (a;b) derivaci, mé-li derivaci v kazdém bodé tohoto intervalu.
Jestlize ma fce v bodé€ z( derivaci, pak je v tomto bodé spojita.

Jednostranna derivace:
Def.: Necht je fce f definovana v okoli bodu xy. Existuje-li Alin%]F f(zo + Azx) — f(x0), pak tuto
xr—

limitu nazveme derivaci f zleva/zprava v bodé zg.
Fce f ma v intervalu (a;b) derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém bodé x € (a;b) a v bodé
a mé derivaci zprava a v bodé b méa derivaci zleva.

13.1.1 Derivace elementarnich fci

I ly=c y =0
. |y=a" y = na"!
II. y:sinx y,:COS{L’
IV. | y=cosz y = —sinx
1
V. :t ,:
Y 8¢ Y cos? x
1
Vl = t /: —
yo s y sin® z
VII. |y =¢€* Y = e*
VIIL |y = a” Yy =a’lna
1
— ! -
IX. |y=Inzx y = =
1
N !/ -
X |y =logex Y~ ZIna
Xl. | y = arcsin x Yy = N
Vi
Xll. | y=arccosz |y = o1
V1—22
1
Xll. | y = arctg x y = T2
1
XIV. | y = arccotg = | ¢/ = 1322
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13.1.2 Pravidla pro pocitani s derivacemi

e v . . , v . .. u
Mayji-li fce u a v v bodé g derivaci, ma v bodé zq derivaci i: v + v; u — v; uv; " (v # 0)a

plati
(utv) = o £
(wv) = v'v+uv
u uw'v — uv’
(5), - 2
(cu) = o

13.1.3 Derivace sloZené fce

Def.: Jestlize fce z = g(z) mé derivaci v bodé z a jestlize fce y = f(z) méa derivaci v bodé zp = g(xo),
ma slozena fce y = f(g(x)) derivaciv bodé z( a plati

y = f(x)?@ ()
v = F@ (¢ @) fla) + 9() 5 )

13.1.4 Prubéh funkce

Necht fce f je spojita v (a;b), v kazdém bodé tohoto intervalu ma derivaci a f(a) =

f(b), pak
Je € (a;b); f'(e)=0 — tecna v bodé ¢ || =

Zobecneni Rolleovy véty
Necht fce f je spojitd v (a;b) a mé v kazdém bodé tohoto intervalu derivaci, pak

f(0) — f(a)

Je € (a;); f'(e) = =F—

— tecna || se spojnici ab

Je-li f'(z) =0 pro Vz € (a;b), pak je v (a;b) f konstantni
Je-li f’(z) > 0 pro Vx € (a;b), pak je v (a;b) f rostouci
Je-li f'(z) < 0 pro Va € (a;b), pak je v (a;b) f klesajici

Extrémy fce:
Je-li f'(c) =0, dand fce je podezteld, ze ma v bodé ¢ extrém. Bod ¢ se nazyva stacionarni bod.

Def.: Fce f ma v bodé z( lokalni minimum existuje-li néj. okoli bodu xg, ve kterém plati

Vo € Ugy; f(x) > f(z0)

Fce f ma v bodé x( lokalni maximum existuje-li néj. okoli bodu zg, ve kterém plati

Vo € Ugy; f(z) < f(xo)
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Ostré lokalni maximum/minimum

Vo € Pro;  [f(x) < f(0)
f(x) > f(o)

Ma-li fce f v bodé ¢ lokalni extrém, pak musi platit bud f’(¢) = 0 nebo v bodé ¢ neni

derivace.
Necht f'(z9) = 0 a necht v z¢ existuje i druhd derivace. Je-li

f"(z0) <0; zp —  lokdlni maximum
f"(z0) >0; xp —  lokdlni minimum
Def.: Necht M je mnozina realnych é&isel. Cislo 3 se nazyva suprémum (horni hranice) mnoziny M
plati-li:
1.VeeM; <0
2. Ma-li néj. v takovou vlastnost, ze Ve e M; x <y = (<=«
Def.: Necht M je mnozina redlnych ¢isel. Cislo o se nazyva infimum (dolni hranice) mnoziny M
plati-li:
1.V eM; z > «
2. Ma-li néj. ¢ takovou vlastnost, ze Ve e M; x > = «a>9§

Konvexnost a konkavnost fce:

Def.: Fce f je konvexni v bodé xg, jestlize Vx € P, plati, ze vSechny body grafu fce f lezi "nad”
te¢nou v bodé xg.

Fce f je konkdvni v bodé z, jestlize Vx € P, plati, ze vSechny body grafu fce f lezi "pod” te¢nou

v bodé xg.
Jestlize je fce f konvexni/konkavni v kazdém bodé intervalu, je konvexni/konkavni v tom

intervalu.
Je-li f(x) > 0 je fce v & konvexni
Je-li f"(x) < 0 je fce v x konkavni
Je-li f”(x) = 0 je fce podezield z toho,ze bod x je inflexni
Def.: Inflexni bod fce f je takovy bod xq, ve kterém fce prechazi z polohy ”nad” te¢nou do polohy
”pod” tec¢nou nebo naopak.

” Jsou-li obé derivace nulovy, pak vime o fci v danym bodé kulovy.”

Postup pii vysetfovani prubéhu fce:
I. Urdcit D(f) (sudost, lichost, perodi¢nost,...)

Il. Vypocet limit v nevlastnich bodech a v bodech nespoji-
tosti fce

I1l. Priseciky s osami

IV. 1. derivace = extrémy, intervaly monotoénosti
V. 2. derivace = inflexni body, kfivost fce

VI. Asymptoty fce

VII. Urcit H(f)

VIIl. Graf
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Integralni pocet

14.1 Zakladni vztahy

Primitivni fce
Def.: Jsou dény dvé fce F, f v otevieném intervalu J . Plati-li Vo € J; F'(z) = f(x), pak fci F
nazveme primitivni fci k fei f.

Jestlize je fce f spojitd na (a;b), pak ma primitivni fci.

Je-li fce F' primitivni k fci f, pak kazda primitivni fce k fci f 1ze zapsat ve tvaru F'(z) 4+ C, kde

C' je realna konstanta.
/f(a:)da; =F(z)+C

piseme:
[ ... integracni znak dx ... integra¢ni proménna
f(x)... itegrand = integrovana fce

Existuje-li v otevieném intervalu J primitivni fce k fcim fi(x); fa(z) a jsou-li C1;Cy libovolné
konstanty, pak existuje i primitivni fce k fci f(x) = Cy fi(x) + Caf3(x) a plati

/f(x)dx = /[lel () + Caofa(x)]dx = /C’lfl(w)dx + /Cgfg(x)dx = /f1 (x)dz + Cy / fo(x)dx

14.1.1 Integracni metody

1. metoda Per partes
Maji-li fce u(z) a v(z) v intervalu (a;b) spojité derivace, pak v (a;b) plati

2. metoda Substituéni
Necht fce ¢ mé derivaci na intervalu («; ). Fce F(t) je primitivni k fci f(¢) na (a;b).
Necht Vz € (o; 3); ¢(x) € (a;b). Potom fee y = F(¢(x)) je primitivni k fci y = f(p(z))¢'(x) na

(o5 8).
[ Hel@)e @de = [ fu)du
kde u = p(z) a du = ¢'(x)dx



KAPITOLA 14. INTEGRALNI POCET 93

. y=c y=c-x +C | R
n xn—f—l
. y=ax271 y = In|x| +C' | R—{0}
IV. y=¢€" y=¢e" +C | R
a/x
V. y=a" Y= Ta +C | R;a e RT — {1}
VI. y = cosx y=sinx +C | R
VIl. y =sinzx y=—coszx +C|R
_ 1 — (k.
VIII. y = p——— y=tgx +C | R—{5}; k ez
1
IX. y= — - R—
Y= oz y=-cotgx +C {km}
X y= ﬁ y=arcsin z +C'| (-1; 1)
1
Xl y= Vi y = arccos ¢ +C'| (-1; 1)
1
1
Xl y= 112 y = arccotg z+C'| R
/

XV, y = £2) = In|f(z)| +C

14.1.2 Integrace podilu racionalnich fci

()
[aw

1. Je-li P(z) stupné vyssiho nebo rovného Q(z), pak vydélime ggg - dostaneme M (x) + Qlz)

kde R(x) je zarucené stupné nizsiho nez Q(x).

. Pro P(x) resp. R(x) stupné nizsiho nez Q(z):

Kazdy mnohoélen Q(z) = anx™ +am_12™ 1+ - -+ a1z +ag s realnymi koeficienty, lze rozlozit:
Q@) = am(z—a) - (r—a2)2 - (z—a)¥ (2> +pro+q)" - (2% +por+q2)2 - - (2?4 pjz+gi)Y,

kde a, p, ¢ jsou realna &isla, ki, ko, ...k; znaci ndsobnost kofene polynomu a vyrazy =2 + pz + ¢
maJi ZépOI‘Ily diskriminant. (Pozn. Jestlize je néj. kofen komplexni, musi existovat i komplexné sdruzeny)

k1,

Necht ggg je ryze lomend raciondlni fce s redlnymi koeficienty a Q(x) = am(z — aq)
(z —ag)? - (x — a)? - (2 + pro + @) - (2% + pox + q2)"? -+ (2 + pjz + ¢;)Y, pak existuji
takova realnd ¢isla Ay, As, ... Ay, B1,Bs,... B, C1,Co,...Cy,D1,D5,... Dy, ..., Ze pro vechna

x ruznd od nulovych bodi mnohoélenu Q(z) plati

P(J}) A1 AQ A3 Bl BQ Cl])-i-Dl
— + 2_|_ 3_|_..._|_ + 2_|_..._|_2—
Q) z—a1 (x—aq) (x — 1) r—oa2  (r—a) z“+prx+q
Cox + Dy Fix+ I Eyx + Fy
(2% +prz+ q1)? 22+ pox+q (2% + pox + qo)?

Pozn.: Jestlize se maji rovnat dva polynomy, musi si byt rovny koeficienty u stejnych mocnin.
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14.1.3 Nékteré ”tabulkové” substituce

1 1 1 1 1 1
do= [ — > dz= “de=—(1 “Infa —
* /az—xQ x /(a—x)(a+x) x /(a—x+a+x> 5,42 2a(n|a+az| nla — z|)+C

1
* ——dx
/ Va? — x?
1.

/ dx
jaly/1— &

2. x=a-sinu dr = a - cosudu

d
/ a cos udu :/du:arcsing—i-c
a
x

Va2 —a?sin®u
dx 1
* — 5 = —arctg—

a2—|—x a a
T=a-tgu=a- ——o dr =a- 12 du
cosu cos” u
dzx
* ————=In|V22+k+z|+C
/\/m2+k | |
2 +k 22—k
2 — _ _
r+k=t—x dz = 572 dt T =y
9 sin 4t , .
* /a; V2 —22de =2t — 5 + C, kde plati x = 2sint dxz = 2costdt

Substituce za sin x; cos x pokud se vyskytuji ve jmenovateli, nebo jakozto posledni vykiik zoufalstvi:

1. pro sudé mocniny 1. pro liché mocniny
t = tgw t = tg3
dt 2dt
d — d =
. 1+¢2 v 1+ ¢2
in? = t* sinx = 2t
=y | GRS
cos’x = 1 cosr = 1
| P41

14.1.4 Urcity integral

Def.: Je-li uzavieny interval (a;b) a xo;x1;...x, koneénad posloupnost n + 1 ¢isel, pro néz plati, ze
a=xy<w < -+ <x, =Db, pak fikdme, Ze je ddno rozdéleni intervalu (a;b) urcené ¢isly =g az x,.
Tato cisla se nazyvaji délici body.

//_/ D(xg,x1...%n)

I
|
|
|
|
| |

|a b

Def.: Necht fce f je spojitd na intervalu (a;b) a je v tomto intervalu omezend, potom nazveme

n

S(f,D)=> Mi(x; — xi_1)

=1
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horni soucet pfislusny k fci f a k déleni D, kde M; je suprémum f v (a;b).

| | M
\ \ /
!
-k
| a x4l b Ti—1 1Ty
Def.: Necht fce f je spojitd na intervalu (a;b) a je v tomto intervalu
omezena, potom nazveme m; L/

S(f, D) = i mz(a:z — 1’1‘_1)

Ti—1 1T

dolni soucet piislusny k fci f a k déleni D, kde m; je infimum f v (a;b).

Mnozina vSech hornich/dolnich souc¢tt piislusnych dané omezené fci f na (a;b) a ke vSem
moznym délenim D intervalu (a;b) je omezena.

Def.: Necht D; D* jsou dvé rozdéleni (a;b). Budeme fikat, ze D* je zjemnénim rozdéleni D, jestlize
kazdy délici bod rozdéleni D je zaroven délicim bodem D*.

Je-li D* zjemnénim rozdéleni D, pak

S(f,D*) <S(f,D)

Necht jsou ddna dvé rozdéleni D1, Ds v intervalu (a;b), pak plati

S(f7 Dl) < S(f7 DQ)

Existuje suprémum /infimum vsech dolnich/hornich soué¢tt pfislusnych fei f a ke vSem moznym
rozdélenim D.

Def.: Suprémum mnoziny vSech dolnich sou¢ti pfislusnych k omezené fci f definované na (a;b) a ke
vSem moznym rozdélenim tohoto intervalu, budeme nazyvat dolni Riemanniiv integral.

b
/f(a:)d:v

Def.: Infimum mnoziny vSech hornich soué¢tt pfislusnych k omezené fci f definované na (a;b) a ke
vsem moznym rozdélenim tohoto intervalu, budeme nazyvat horni Riemanniiv integral.
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Def.: Budeme fikat, ze fce f je integrovatelna (dle Riemanna) na (a;b) pravé kdyz plati

b b
/f(x)dx:/f(af)da:.

Spole¢nou hodnotu dolniho a horniho integralu budeme nazyvat Riemannav integral na (a; b) a budeme
ho oznacovat

vlastnosti:

b
g)=f@) — [fada=P A [g@e-@ = P=-Q

\
\
|
\ | Plocha vytvotrena fci pod osou x je zdporna a nad osou z je
\
\
\

9(a) a% b kladna.
\
e N
c d b
« P= [ f(x)de+ || f(x)dzx|+ [ f(z)dz
frow-|fronts

Je-li fce f nezdporna spojita na (a;b) potom plati

b

/f(:z:)dx > 0.

a
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Méjme 2 fce f a g spojité na (a;b) a plati Va € (a;b); f(x) < g(x) potom
b
/ Flz)dz < / ()dz

Necht f je spojita na (a;b), nechf existuje primitivni fce F'(x) fce f(x), pak plati
Pozn.: Castéji se pouziva zapis:
P1i zdméné mezi plati:

Substituce urcitého integralu:

Necht mame fci t = g(z) a necht ¢'(x) je spojita v (a;b). Je-li fce f(t) je spojita Vt = g(x), pak
plati

Metoda Per partes:
Jsou-li v/(z), v'(x) spojité v (a;b), potom plati

Obsah obrazce ohrani¢eného dvéma (nebo i vice) kiivkami se vypo¢itd podle vztahu

S—/bf(:c)dx—/bg(x)dx

Objem rotac¢niho télesa:

ON da
n n ) —_—
fa)] V= ; Vi= ;Wf (i) - (Tip1 — ;)

V= w/bf2($)daz

ObJem telesa vzniklého rotaci plochy ohranic¢ené dvémi fcemi kolem osy x, kdyz se tato plocha osy z
"nedotyka” (vznikne napi. toroid), vypoéteme podle vztahu

b
=7 [ (@) - g*(@))da
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Délka krivky:

Necht fce f je fce, kterd ma v (a;b) spojitou derivaci. Mnozinou bodt E minime uspoiraddané
dvojice [z;y], kde y = f(x) ax € (a;b), E = {[z;y]; vy = f(z); a <z < b}, pak plati, ze délka [ k¥ivky,
kterou popisuje mnozina E m4 velikost

Povrch rotaéniho télesa:
Necht je fce f definovéna na (a;b) a mé spojitou derivaci. Je ddna mnozina A = {[z;y;z]; a <
x <b; Vy?+ 22 = f(x)}, potom se plocha, vyznacené rotaci A kolem osy z vypoéita podle vztahu

b
Py =2n / Fa)/1+ (f(z))2de

kvadratura ... vypocet plochy pod krivkou
kubatura ... vypocet objemu rota¢niho télesa
rektifikace ... vypocet délky kiivky

komplanace ... vypocet povrchu rota¢niho télesa
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